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Î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ
ñ ïîòåíöèàëàìè èç ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà
Ñàâ÷óê À. Ì., Øêàëèêîâ À. À.
Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ Ly = −y′′ + q(x)y ñ ïîòåíöèàëàìè èç ñîáîëåâñêîãî
ïðîñòðàíñòâà W θ−1
2
, θ > 0, âêëþ÷àÿ íåêëàññè÷åñêèé ñëó÷àé θ ∈ [0, 1), êîãäà ïîòåíöèàë
ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì. åçóëüòàòû ïîëó÷åíû â íîâûõ òåðìèíàõ. Ïîëîæèì
s2k(q) = λ
1/2
k (q)− k, s2k−1(q) = µ1/2k (q)− k − 1/2,
ãäå {λk}∞1 è {µk}∞1  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L,
ïîðîæäåííîãî êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Äèðèõëå-Íåéìàíà, ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà lˆ θ
2
, òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèå
F : W θ−1
2
→ lˆ θ
2
, îïðåäåëÿåìîå ðàâåíñòâîì F (q) = {sn}∞1 , êîððåêòíî îïðåäåëåíî
äëÿ âñåõ θ > 0. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ïðè θ > 0 îòîáðàæåíèå F
ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåëèíåéíûì, ò.å. ïðåäñòàâèìî â âèäå F (q) = Uq+Φ(q), ãäå U  èçîìîðèçì
ïðîñòðàíñòâ W θ−1
2
è lˆ θ
2
, à Φ(q)êîìïàêòíîå îòîáðàæåíèå. Áîëåå òîãî, äîêàçàíà îöåíêà
‖Φ(q)‖τ 6 C‖q‖q−1, ãäå çíà÷åíèå τ = τ(θ) > θ òî÷íî óêàçàíî, à ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò
òîëüêî îò ðàäèóñà øàðà ‖q‖θ 6 R, íî íå çàâèñèò îò óíêöèè q, ìåíÿþùåéñÿ â ýòîì øàðå.
1. Ââåäåíèå. Ôîðìóëèðîâêà îñíîâíîé òåîðåìû.
Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû  ïîëó÷èòü òî÷íûå àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû ñ ðàâíîìåðíîé
îöåíêîé îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ
íà êîíå÷íîì îòðåçêå. Êîíå÷íî, àñèìïòîòè÷åñêèå îðìóëû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ýòîãî îïåðàòîðà õîðîøî èçâåñòíû ñ äàâíèõ âðåìåí (ñì, íàïðèìåð, [15℄, [14℄), íî
â òîé îðìå è â òîé îáùíîñòè, êîòîðàÿ íàì íóæíà, îíè íå ïðèâîäèëèñü. Ìû
áóäåì êâàëèèöèðîâàòü ïîâåäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â òåðìèíàõ îòîáðàæåíèé
ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü ïðåèìóùåñòâà
àáñòðàêòíîé òåõíèêè. Â ÷àñòíîñòè, òî÷íàÿ èíîðìàöèÿ îá àñèìïòîòèêå ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé áóäåò ïîëó÷åíà íå òîëüêî äëÿ ïîòåíöèàëîâ q, ëåæàùèõ â ñîáîëåâñêèõ
ïðîñòðàíñòâàõ W θ−12 ñ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè θ, íî è ïðè âñåõ θ ≥ 0, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé
θ ∈ [0, 1), êîãäà q ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì. Â îòëè÷èå îò ïðåäøåñòâóþùèõ ðàáîò ìû
ïîëó÷èì ðàâíîìåðíûå îöåíêè îñòàòî÷íûõ ÷ëåíîâ, êîãäà q ìåíÿåòñÿ â øàðå ðàäèóñà
R ïðîñòðàíñòâà W θ−12 . Äëÿ íåëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé íåò àíàëîãà òåîðåìû Áàíàõà
Øòåéíãàóçà è ïîëó÷åíèå ðàâíîìåðíûõ îöåíîê òðåáóåò áîëåå òîíêîé ðàáîòû. Èìåÿ â
Key words and phrases. Àñèìïòîòèêè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ïðÿìàÿ è îáðàòíàÿ çàäà÷è Øòóðìà
Ëèóâèëëÿ.
àáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÔÔÈ  04-01-00712, ãðàíòîì ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-
5247.2006.1 è ãðàíòîì ÈÍÒÀÑ  05-1000008-7883.
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2âèäó äàëüíåéøèå ïðèëîæåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ýòîé ñòàòüè ê îáðàòíûì çàäà÷àì Øòóðìà
Ëèóâèëëÿ, ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îïåðàòîðîâ, îïðåäåëÿåìûõ ðàâåíñòâîì
(1.1) Ly = −y′′ + q(x)y, x ∈ [0, π],
è êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå, à òàêæå êðàåâûìè óñëîâèÿìè ÄèðèõëåÍåéìàíà, õîòÿ
ðàçâèòûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ áîëåå îáùèõ êðàåâûõ
óñëîâèé.
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ ïîòåíöèàëîìðàïðå-
äåëåíèåì. Ïóñòü q(x) ∈ W θ−12 [0, π], θ ∈ [0, 1). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ
σ(x) =
∫
q(x)dx ∈ W θ2 [0, π], ò.å. óíêöèÿ σ, äëÿ êîòîðîé q(x) = σ′(x) â ñìûñëå
ðàñïðåäåëåíèé. Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð [3, ãë. 1℄), ÷òî òàêàÿ óíêöèÿ σ îïðåäåëåíà
îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîé.
Îïåðàòîð L, ïîðîæäåííûé âûðàæåíèåì (1.1) è êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå (áóäåì
îáîçíà÷àòü åãî ÷åðåç LD) òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóÿ íàøåé ðàáîòå [17℄ (ñì. òàêæå
[18℄, ãäå ïðèâåäåíû äðóãèå îïðåäåëåíèÿ):
(1.2) LDy = Ly = −(y[1])′ − σ(x)y[1] − σ2(x)y, ãäå y[1](x) := y′(x)− σ(x)y(x)
íà îáëàñòè
D(LD) = {y, y[1] ∈ W 11 [0, π]| y(0) = y(π) = 0}.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîð ÄèðèõëåÍåéìàíà: LDNy = Ly íà îáëàñòè
D(LDN ) = {y, y[1] ∈ W 11 [0, π]| y(0) = y[1](π) = 0}.
Êîíå÷íî, äëÿ ãëàäêîé óíêöèè σ ïðàâûå ÷àñòè (1.1) è (1.2) ñîâïàäàþò è ìû ïîëó÷àåì
êëàññè÷åñêèå îïåðàòîðû ØòóðìàËèóâèëëÿ ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå è Äèðèõëå
Íåéìàíà (âî âòîðîì ñëó÷àå êîíñòàíòó ïðè âûáîðå óíêöèè σ íóæíî âçÿòü òàêîé, ÷òîáû∫ pi
0
q(x)dx = σ(π) = 0).
Äëÿ îðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû âàæíóþ ðîëü èãðàþò ïðîñòðàíñòâà lˆ θ2 ,
ââåäåííûå ðàíåå â íàøåé ðàáîòå [19℄.
1
Ôèêñèðóåì θ > 0 è îáîçíà÷èì ÷åðåç l θ2 ïðîñòðàíñòâî,
ñîñòîÿùåå èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êîìïëåêñíûõ ÷èñåë x = {x1, x2, . . . } òàêèõ, ÷òî
∞∑
k=1
|xk|2k2θ <∞.
Ââåäåì ñïåöèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
e2s−1 = {k−(2s−1)}∞k=1, e2s = {(−1)kk−(2s−1)}∞k=1, s = 1, 2, . . . .
Ïðè çàäàííîì θ > 0 íàéäåòñÿ åäèíñòâåííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, òàêîå, ÷òî
2m−3/2 6 θ < 2m+1/2. Äëÿ ýòîãî ÷èñëà θ îïðåäåëèì ïðîñòðàíñòâî lˆ θ2 êàê êîíå÷íîìåðíîå
ðàñøèðåíèå ïðîñòðàíñòâà l θ2 , à èìåííî,
lˆ θ2 = l
θ
2 ⊕ span{ek}2m1 .
1
Â ðàáîòå [19℄ äëÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà âìåñòî lˆ θ
2
èñïîëüçîâàëîñü îáîçíà÷åíèå l θ
2
, êîòîðîå òðóäíî
îòëè÷èìî îò îáîçíà÷åíèÿ îáû÷íîãî âåñîâîãî ïðîñòðàíñòâà lθ
2
.
3Òåì ñàìûì, lˆ θ2 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ xˆ = x+
∑2m
k=1 αke
k
, ãäå x ∈ l θ2 è {αk}2m1  êîìïëåêñíûå
÷èñëà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ xˆ, yˆ ∈ lˆ θ2 îïðåäåëÿåòñÿ îðìóëîé
(xˆ, yˆ)θ = (x, y)θ +
2m∑
k=1
αkβk,
ãäå (x, y)θ  ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â l
θ
2 , à βk  êîýèöèåíòû ýëåìåíòà yˆ ïðè ýëåìåíòàõ
ek. Â ÷àñòíîñòè lˆ θ2 = l
θ
2 ïðè 0 6 θ < 1/2 è lˆ
θ
2 = l
θ
2 ⊕ span{ek}21 ïðè 1/2 6 θ < 5/2. Ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå â [19℄.
Ïðåäëîæåíèå. Ïðè ëþáîì θ > 0 îïåðàòîð
(1.3) Tσ = {bk}∞1 , bk =
2
π
pi∫
0
σ(x) sin kxdx
ðåàëèçóåò èçîìîðèçì ñîáîëåâñêîãî ïðîñòðàíñòâà W θ2 [0, π] íà lˆ
θ
2 .
Òåïåðü ñîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñòàòüè.
Îñíîâíàÿ Òåîðåìà. Ïóñòü {λk}∞1 è {µk}∞1  ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ LD è LDN , ñîîòâåòñòâåííî, ñ êîìïëåêñíûì ïîòåíöèàëîì
q(x) ∈ W θ−12 (èëè σ(x) ∈ W θ2 ), θ > 0. Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {sk}∞1 , ãäå
s2j−1 =
√
µj − (j − 1/2), s2j =
√
λj − j, j = 1, 2, . . . .
Çäåñü çíà÷åíèÿ êîðíÿ âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû àðãóìåíòû ÷èñåë
√
µj è
√
λj ëåæàëè
â ïðîìåæóòêå (−π/2, π/2]. Òîãäà F (σ) = {sk}∞1 ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì èç W θ2 â lˆ θ2 ,
ïðè÷åì
F (σ) = −(1/2)Tσ + Φ(σ),
ãäå ëèíåéíûé îïåðàòîð T îïðåäåëåí (1.3), à íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Φ îòîáðàæàåò W θ2
â lˆ τ2 , ãäå
τ =
{
2θ, åñëè 0 6 θ 6 1,
θ + 1, åñëè 1 6 θ <∞.
Ïðè ýòîì îòîáðàæåíèå Φ : W θ2 → lˆ τ2 ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì â êàæäîì øàðå, ò.å.
(1.4) ‖Φ(σ)‖τ ≤ C‖σ‖θ ïðè âñåõ σ, ‖σ‖θ ≤ R,
ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò îò R íî íå çàâèñèò îò σ â øàðå ‖σ‖θ ≤ R.
Êðîìå òîãî, â ðàáîòå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî F (σ) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì àíàëèòè÷åñêèì
îòîáðàæåíèåì è åãî ïðîèçâîäíàÿ â òî÷êå σ = 0 ñîâïàäàåò ñ îïåðàòîðîì −(1/2) T .
Â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå θ ≥ 0 íàèáîëåå òî÷íûå àñèìïòîòèêè äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
ïðè öåëûõ θ ïîëó÷èë Ìàð÷åíêî [15, ãë. 1℄. Åãî ðåçóëüòàò â íàøèõ òåðìèíàõ ìîæíî
ïåðåîðìóëèðîâàòü òàê: ïðè θ = 1, 2, . . . , îòîáðàæåíèå Φ(σ) : W θ2 → lˆ θ+12 êîððåêòíî
îïðåäåëåíî íà êàæäîì ýëåìåíòå. Çäåñü ìû ðàçâèâàåì äðóãóþ òåõíèêó, ïðèãîäíóþ
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè. Ïðÿìàÿ çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ ñ
ïîòåíöèàëàìè-ðàñïðåäåëåíèÿìè (ñëó÷àé θ ∈ [0, 1)) ïîìèìî óêàçàííûõ íàøèõ ñòàòåé
èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ ðèíèâà è Ìèêèòþêà [5℄-[10℄, Êàïïåëåðà è Ì¼ðà [12℄, Êîðîòÿåâà [13℄.
Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ñëåäñòâèé îñíîâíîé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò: Ïðè θ > 0 îòîáðàæåíèå Φ(σ) : W θ2 → lˆ θ2 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, ò.å.
F (σ) : W θ2 → lˆ θ2 ÿâëÿåòñÿ ñëàáî íåëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì. Ýòîò àêò áóäåò èãðàòü
4êëþ÷åâóþ ðîëü äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ î ãëîáàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â îáðàòíîé çàäà÷å
ØòóðìàËèóâèëëÿ, ÷òî ìû ïëàíèðóåì ïðîâåñòè â äðóãîé ðàáîòå.
Â ýòîé ñòàòüå ìû íå èçó÷àåì ñëó÷àé θ = 0. Ýòîò ñëó÷àé îñîáûé è òðåáóåò îòäåëüíîãî
ðàññìîòðåíèÿ.
2. Ñëó÷àé 0 < θ < 1/4.
Ïðè 0 < θ < 1/4 îñíîâíàÿ òåîðåìà ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ:
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü σ(x) ∈ W θ2 , {λn}∞1 è {µn}∞1  ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðîâ
LD è LDN , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà√
λn = n− (1/2)b2n + α2n, √µn = n− 1/2− (1/2)b2n−1 + α2n−1,
ãäå
bk =
2
π
∫ pi
0
σ(x) sin(kx)dx,
∞∑
n=1
k2θ|αk|2 < C,
à ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò òîëüêî îò ðàäèóñà R øàðà ‖σ‖θ 6 R, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ
óíêöèÿ σ =
∫
q(x)dx ∈ L2[0, π].
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ëåììû.
Ëåììà 2.2. Ïóñòü ÷èñëî ρ ∈ C òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò ðåøåíèå θ = θ(x, ρ) óðàâíåíèÿ
(2.1) θ(x, ρ) = ρx+
x∫
0
σ(t) sin(2θ(t, ρ)) dt+
1
2ρ
x∫
0
σ2(t) dt− 1
2ρ
x∫
0
σ2(t) cos(2θ(t, ρ)) dt.
Òîãäà ðåøåíèå s(x, ρ) óðàâíåíèÿ
Ly = ρ2y,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì s(0, ρ) = 0, s[1](0, ρ) = 1, äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
(2.2) ρs(x, ρ) = r(x, ρ) sin θ(x, ρ),
ãäå
r(x, ρ) = exp
−
x∫
0
σ(t) cos(2θ(t, ρ)) dt− 1
2ρ
x∫
0
σ2(t) sin(2θ(t, ρ)) dt
 .
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ èìååòñÿ â ï. 2.1 ðàáîòû [18℄. Ôóíêöèè r è θ
íàçâàíû ìîäèèöèðîâàííûìè óíêöèÿìè Ïðþåðà, à ïðåäñòàâëåíèå (2.2)  ïîëÿðíûì
ïðåäñòàâëåíèåì.
Ëåììà 2.3. Ïóñòü σ(x) ∈ L2, ‖σ‖L2 6 R, à ν èêñèðîâàííîå ÷èñëî. Ïîëîæèì
υ(x, ρ) =
x∫
0
σ(t) sin(2ρt)dt+2
x∫
0
t∫
0
σ(t)σ(s) cos(2ρt) sin(2ρs)dsdt+
1
2ρ
x∫
0
σ2(t)(1−cos(2ρt))dt,
Υ(ρ) = max
06x6pi
∣∣∣∣∣∣
x∫
0
σ(t) sin(2ρt) dt
∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
x∫
0
σ(t) cos(2ρt) dt
∣∣∣∣∣∣+ R
2(1 + κ +Rκ2)
2|ρ| ,
5ãäå κ = ch 2πν. Òîãäà íàéä¼òñÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ ε > 0 (ìîæíî âçÿòü ε = 2−7),
òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ρ, ëåæàùèõ â ïîëîñå | Im ρ| 6 ν è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
Υ(ρ) < ε(1 + 64R2κ2)−2,(2.3)
óðàâíåíèå (2.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå θ(x, ρ), êîòîðîå ïðåäñòàâèìî â âèäå
θ(x, ρ) = ρx+ f(x, ρ), |f(x, ρ)| 6 CΥ(ρ),(2.4)
ãäå C  àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Áîëåå òîãî,
(2.5) θ(x, ρ) = ρx+ υ(x, ρ) + r(x, ρ), |r(x, ρ)| ≤ C(R)Υ2(ρ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â ëåììå 2.1 ðàáîòû [18℄, íî ïðè áîëåå
îãðàíè÷èòåëüíîì óñëîâèè: ïðè |ρ| > r0, ãäå r0 çàâèñèò îò ν è σ. ×òîáû ïîëó÷èòü
áîëåå òî÷íóþ çàâèñèìîñòü òîëüêî îò R è ν, ïðîàíàëèçèðóåì ýòàïû 1 è 3 äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 2.1 èç [18℄. Çäåñü ìû ñîêðàùàåì âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå ëåãêî âîññòàíîâèòü
ñàìîñòîÿòåëüíî èëè èç [18℄.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (θ) ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1) è ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå
C[0, π] îòîáðàæåíèå
Φ(θ) = F (θ + θ0)− θ0, θ0 = θ0(x, ρ) = ρx.
Óðàâíåíèå (2.1) ïåðåïèøåì â âèäå
f = Φ(f), f = θ − θ0.
Âîñïîëüçîâàâøèñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè îðìóëàìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ
F (f + θ0), ïîëó÷èì
Φ(f) = Φ0(f) + Φ1(f) + Φ2(f) + Φ3(f),
ãäå
Φ0 =
x∫
0
σ(t) sin(2ρt) dt+
1
2ρ
x∫
0
σ2(t)(1− cos(2ρt)) dt, Φ1(f) = 2
x∫
0
f(t)σ(t) cos(2ρt) dt,
Φ2(f) =
x∫
0
σ(t) cos(2ρt) (sin 2f(t)− 2f(t)) dt−
x∫
0
σ(t) sin(2ρt) (1− cos 2f(t)) dt,
Φ3(f) =
1
2ρ
 x∫
0
(1− cos 2f(t)) cos(2ρt)σ2(t) dt+
x∫
0
sin 2f(t) sin(2ρt)σ2(t) dt
 .
Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå Φ2 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â øàðå äîñòàòî÷íî ìàëîãî ðàäèóñà
ïðîñòðàíñòâà C[0, π]. Äàëåå íîðìó â C[0, π] ìû îáîçíà÷àåì òàê æå, êàê àáñîëþòíóþ
âåëè÷èíó | · |. Çàìåòèì, ÷òî Φ0 íå çàâèñèò îò f è
(2.6) |Φ0| < Υ(ρ).
Îòîáðàæåíèå Φ1 åñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð, ïðè÷¼ì
|Φ21(f)| = 4
x∫
0
f(s)σ(s) cos(2ρs)
x∫
s
σ(t) cos(2ρt) dtds.
6Òîãäà
|Φ1(f)| < 2
√
πRκ |f |, |Φ21(f)| < 8
√
πRκΥ(ρ)|f |
(2.7)
(çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî
∣∣∫ x
s
∣∣ < 2Υ(ρ)). Äàëåå, åñëè f è g ëåæàò â øàðå ðàäèóñà r ïðîñòðàíñòâà
C[0, π], òî
|Φ2(f)− Φ2(g)| < 4
√
πRκ ch 2r |f − g|2 < 8√πRκ r ch 2r |f − g|,(2.8)
|Φ3(f)− Φ3(g)| 6 |ρ|−1R2κ(sh 2r + ch 2r) |f − g|.(2.9)
Ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà ìû ïîëó÷èëè ñ ó÷åòîì ñëåäóþùåãî èçâåñòíîãî àêòà: åñëè
G(ξ) àíàëèòè÷åñêàÿ óíêöèÿ, òî |G(ξ) − G(ζ)| 6 M |ξ − ζ |, ãäå M = max |G′(η)| è
ìàêñèìóì áåð¼òñÿ ïî η, ëåæàùåì íà îòðåçêå [ξ, ζ ] êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.
Ïîëîæèì r = 1/16 (1 + 64R2κ2)−1. Òîãäà êîýèöèåíò ñæàòèÿ îòîáðàæåíèÿ Φ1Φ2 íå
ïðåâîñõîäèò 2−5. Èç (2.6)(2.9) ñëåäóåò, ÷òî åñëè êàæäîå èç ÷èñåë 16ΥRκ, 2R2κ|ρ|−1,
8R3κ2|ρ|−1 íå ïðåâîñõîäèò 2−5 (à ýòî òàê, åñëè âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (2.3) ñ ÷èñëîì
ε = 2−7), òî êàæäîå èç îòîáðàæåíèé ΦjΦk, j, k = 0, 1, 2, 3, ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì
ñ êîýèöèåíòîì ñæàòèÿ 6 2−5. Ñëåäîâàòåëüíî, Φ2  ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå ñ
êîýèöèåíòîì ñæàòèÿ 6 1/2.
Ïîêàæåì, ÷òî Φ2 ïåðåâîäèò øàð |f | 6 r â ñåáÿ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî
|Φ(0)| < Υ = Υ(ρ). Ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè (ñì. ýòàï 1 â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 2.1
ðàáîòû [18℄) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó
(2.10) |Φ2(0)− υ(x, ρ)| < [(3 + 4√πR + 2R2)κ2 + 2]Υ2(ρ) < Υ(ρ).
Âçÿâ ÷èñëî ε äîñòàòî÷íî ìàëûì (íàïðèìåð, ε = 2−7), ñ ó÷åòîì (2.3) ïîëó÷èì
|Φ2(0)| < |Φ2(0)−υ(x, ρ)|+|υ(x, ρ)| < Υ(ρ)+(1+κR)Υ(ρ) < ε(2+κR)(1+64R2κ2)−2 < (1/2)r.
Èç íåðàâåíñòâà |Φ2(f)−Φ2(0)| < (1/2)|f | òåïåðü ïîëó÷àåì |Φ2(f)| < (1/2)(|f |+r) < r, åñëè
|f | 6 r.
Òàêèì îáðàçîì, Φ2  ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå â ìàëîì øàðå ïðîñòðàíñòâà C[0, π]. Âçÿâ
f0 = 0, ïîëó÷èì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðèáëèæåíèÿ fk = Φ(fk−1) ñõîäÿòñÿ ê ðåøåíèþ f
óðàâíåíèÿ f = Φ(f). Ôóíêöèÿ θ = f + θ0 áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.1).
Ôóíêöèÿ f åñòü ñóììà ðÿäà
Φ(f0) + [Φ(f1)− Φ(f0)] + [Φ2(f1)− Φ2(f0)] + . . . .
Òàê êàê Φ2  ñæàòèå ñ êîýèöèåíòîì 6 1/2, òî èìååì îöåíêó
|f | < |Φ(f1)|+
∑∞
k=1
2−k|f1 − f0|+
∑∞
k=1
2−k|f2 − f1| < CΥ(ρ),
ãäå C àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ýòî âëå÷åò (2.4).
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî (2.5), ýêâèâàëåíòíîå
(2.11) |f − υ| < C(R)Υ2(ρ).
Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî |f4− f3| = |Φ(f3)−Φ(f2)| < C(R)|f3− f2| è îöåíêó (2.10), ïîëó÷àåì
|f − υ| ≤ |f − f2|+ |f2 − υ| <
∑∞
k=1
2−k|f3 − f2|+
∑∞
k=1
2−k|f4 − f3|+ |f2 − υ| <
< (1 + C(R))|f3 − f2|+ C(R)Υ2(ρ).
7Äàëåå, âíîâü ó÷èòûâàÿ (2.10), èìååì
|f3 − f2| ≤ |f3 − Φ(υ)|+ |f2 − υ|+ |Φ(υ)− υ| ≤ C(R)(1 + C(R))Υ2(ρ) + |Φ(υ)− υ|.
Èç (2.8) è (2.9) ñëåäóåò |Φ2(υ)|+ |Φ3(υ)| < C(R)Υ2(ρ), ïîýòîìó
|Φ(υ)− υ| ≤ |υ − Φ0 − Φ1(υ)|+ C(R)Υ2(ρ) ≤
≤
∣∣∣∣∣∣4
x∫
0
 t∫
0
s∫
0
σ(t)σ(s)σ(τ) cos 2ρt cos 2ρs sin 2ρτ dτ ds
 dt
∣∣∣∣∣∣+
+
∣∣∣∣∣∣1ρ
x∫
0
t∫
0
σ(t)σ2(s) cos 2ρt(1− cos 2ρs) ds dt
∣∣∣∣∣∣ ≤ C(R)Υ2(ρ).
Òàê êàê äâîéíîé èíòåãðàë ïîñëå èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ îáû÷íûõ èíòåãðàëîâ, òî îáà èíòåãðàëüíûõ ñëàãàåìûõ îöåíèâàþòñÿ
âåëè÷èíîé C(R)Υ2(ρ). Ýòî äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (2.11) è, òåì ñàìûì, óòâåðæäåíèå
ëåììû. 
Ëåììà 2.4. Ïóñòü σ(x) ∈ W θ2 , 0 6 θ 6 1, ‖σ‖θ 6 R. Òîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ýòîé
óíêöèè
(2.12) F (ρ) =
pi∫
0
σ(x)eiρx dx
â ïîëîñå | Im ρ| 6 ν äîïóñêàåò îöåíêó |F (ρ)| < CR|ρ|−θ, ãäå C çàâèñèò òîëüêî îò ν.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ îëüêëîðîì äëÿ
ñïåöèàëèñòîâ, íî ìû çàòðóäíÿåìñÿ óêàçàòü òî÷íóþ ññûëêó. Ïîýòîìó ïðåäñòàâèì
äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðè 0 6 θ 6 1 óíêöèÿ σ ∈ W θ2 ïðåäñòàâèìà ðÿäîì ïî êîñèíóñàì
(2.13) σ(x) =
∑∞
k=0
ck cos kx, ãäå
∑∞
k=0
k2θ |ck|2 ≤ 2
π
R2.
Ïðîâåä¼ì îöåíêó F (ρ) âíå êðóãîâ |ρ− k| < 1/2, k = 0,±1,±2, . . . (âíóòðè ýòèõ êðóãîâ îíà
áóäåò ñïðàâåäëèâà ïî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ óíêöèé). Ïîäñòàâèì ðÿä
äëÿ σ â èíòåãðàë è ïðîèíòåãðèðóåì ïî÷ëåííî. Ïîëàãàÿ c−k = ck, ïîëó÷èì
|F (ρ)| 6 C
∞∑
k=−∞
|ck|
|k − ρ| 6 C
(
∞∑
k=−∞
|k|2θ|ck|2
)1/2( ∞∑
k=−∞
1
|k|2θ|k − ρ|2
)1/2
.
Òåïåðü óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òðèâèàëüíûõ èíòåãðàëüíûõ îöåíîê∫ µ−1
1
dt
t2θ(µ− t)2 < Cµ
−2θ,
∫ ∞
µ+1
dt
t2θ(t− µ)2 < Cµ
−2θ.
Ëåììà äîêàçàíà. 
8Ëåììà 2.5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ρn}∞1 òàêîâà, ÷òî |ρn − n| < δ < 1/4. Òîãäà
ïðè 0 ≤ θ < 1/2 îïåðàòîð Tx : W θ2 → ℓθ2, îïðåäåë¼ííûé ðàâåíñòâîì
Txf = {cn}∞1 , cn(x) =
∫ x
0
f(t)eiρnt dt,
îãðàíè÷åí è åãî íîðìà çàâèñèò òîëüêî îò δ è θ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå Êàäåöà [11℄, ñèñòåìà {eiρnx}∞1 ∪ 1 ∪ {e−iρnx}∞1
îáðàçóåò áàçèñ èññà â ïðîñòðàíñòâå L2[0, 2π], åñëè |ρn − n| < δ < 1/4, ïðè ýòîì
íîðìà îïåðàòîðà, ïåðåâîäÿùåãî ýòó ñèñòåìó â ïðîèçâîëüíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó,
çàâèñèò òîëüêî îò δ. Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð T2pi : L2[0, 2π] → ℓ2 îãðàíè÷åí è åãî íîðìà
6 C(δ). Åñëè f(x) ∈ oW 12[0, 2π] (òàê îáîçíà÷àåì ïîäïðîñòðàíñòâî óíêöèé â W 12 [0, 2π],
àííóëèðóþùèõñÿ íà êîíöàõ îòðåçêà [0, 2π]), òî èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ÷èñåë
cn(2π) ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Òîãäà ñ ó÷åòîì îöåíêè |ρn| > n/2 ïîëó÷àåì,
÷òî îïåðàòîð
T2pi :
o
W
1
2[0, 2π]→ ℓ12
òàêæå îãðàíè÷åí è åãî íîðìà 6 2C(δ). Åñëè
o
W
θ
2 = [
o
W
θ
2, L2]θ ïðîìåæóòî÷íîå
ïðîñòðàíñòâî, òî, â ñèëó òåîðåìû îá èíòåðïîëÿöèè (ñì., íàïðèìåð, [21℄), íîðìà îïåðàòîðà
T2pi :
o
W
θ
2 → ℓθ2 = [ℓ12, ℓ2]θ íå ïðåâîñõîäèò 2θC(δ). Òåïåðü çàìåòèì (ñì. [1℄, [21℄), ÷òî
ïðè 0 6 θ < 1/2 ïðîñòðàíñòâà
o
W
θ
2 è W
θ
2 ñîâïàäàþò, à îïåðàòîð óìíîæåíèÿ χx íà
õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ óíêöèþ îòðåçêà [0, x] îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâå W θ2 . Èç ðàâåíñòâà
Tx = T2piχx ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû. 
Ëåììà 2.6. Ïóñòü σ(x) ∈ L2(0, π), ‖σ‖ 6 R. Òîãäà âñå êîðíè óíêöèè s(π, ρ) ëåæàò â
ïîëîñå | Im ρ| < 4e2piR.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî [10℄, ÷òî ñïðàâåäëèâo ïðåäñòàâëåíèå
(2.14) ρs(x, ρ) = sin(ρx) +
x∫
0
K(x, t) sin(ρt)dt,
ãäå ÿäðî K(x, t) ∈ L2(0, π) ïðè êàæäîì èêñèðîâàííîì x ∈ [0, π], â ÷àñòíîñòè,
‖K((π, x)‖ ≤ C(σ). Â ðàáîòå [10℄ ÿâíî íå óêàçûâàëàñü çàâèñèìîñòü C îò σ, íî èç àíàëèçà
äîêàçàòåëüñòâ (ñì. òàêæå [7℄ è [9℄) ëåãêî âèäåòü, ÷òî C < epiR. Òîãäà èíòåãðàëüíîå
ñëàãàåìîå â (2.14) ïðè ρ = µ+ iν îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé∫ pi
0
|K(π, t)| eνt dt ≤ epiR
(∫ pi
0
e2νpi dt
)1/2
< epi(R+ν)
1√
2ν
.
Ïîñêîëüêó | sin πρ| > (1/2)epiν , òî ïðè ν = | Im ρ| > 4e2piR óðàâíåíèå (2.14) êîðíåé íå
èìååò. 
Òåïåðü çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1. Èç ëåììû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî êîðíè
óíêöèé s(π, ρ) è sin θ(π, ρ) ñîâïàäàþò ñ ÷èñëàìè ±ρn. Îïåðàòîð óìíîæåíèÿ χx
íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ óíêöèþ îòðåçêà [0, x] îãðàíè÷åí â ïðîñòðàíñòâàõ W θ2 ïðè
0 6 θ < 1/2 êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò θ, íî íå çàâèñÿùåé îò x ∈ [0, π]. Ïîýòîìó èç
ëåììû 2.4 âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ òî÷åê ρ ïîëîñû |Imρ| ≤ ν
ïðè
|ρ| > [4ε−1RC(ν)(1 + 64R2κ2)2 +R2κ +R3κ2]1/θ = r0 = r0(ν, θ, R).
9Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ òàêèõ òî÷åê ρ ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå ëåììû 2.3: óíêöèÿ
θ(ρ, x) êîððåêòíî îïðåäåëåíà è ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ (2.4), (2.5). Íà ãðàíèöå êðóãà
|ρ− n| ≤ CRn−θ, ñîãëàñíî ëåììå 2.4, ïðè âñåõ n > n0 = n0(R) ñïðàâåäëèâà îöåíêà
|f(π, ρ)| ≤ CΥ(ρ) < CR|ρ|−θ = |πρ− πn|.
Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.4) è òåîðåìû óøå ïîëó÷àåì, ÷òî óðàâíåíèå θ(π, ρ) = πn èìååò â
ýòîì êðóãå ðîâíî îäèí êîðåíü. Êàê äîêàçàíî â íàøåé ðàáîòå [18℄( ñì. òåîðåìó 2.8), ýòîò
êîðåíü áóäåò èìåòü íîìåð n. Âûáîðîì ÷èñëà n0 ìû ìîæåì äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
CRn−θ < δ < 1/4. Èç ëåììû 2.5 òîãäà èìååì {Υ(ρn)}∞n0 ∈ lθ2 è ‖Υ(ρn)‖θ = O(1). Çäåñü è
äàëåå ÷åðåç O(1) îáîçíà÷àåòñÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ îöåíèâàåòñÿ êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò
R, θ, íî íå çàâèñÿùåé îò σ â øàðå ‖σ‖θ 6 R. Â ñèëó ëåììû 2.6 ïåðâûå n0 íóëåé ëåæàò â
ïðÿìîóãîëüíèêå øèðèíû < C(R) è äëèíû < n0 + 1. Ïîýòîìó òàêàÿ æå îöåíêà ñîõðàíèòñÿ
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Υ(ρn)}∞1 .
Ïîëîæèì òåïåðü
s2n := ρn − n = −1
2
b2n + α2n, ãäå bk =
2
π
pi∫
0
σ(t) sin ktdt.
Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî |s2n| = O(nθ). Óðàâíåíèå θ(π, ρn) = πn ïåðåïèøåì â âèäå
(2.15) nπ = π(n+ (−1/2)b2n + α2n) +
pi∫
0
σ(t) sin 2(n+ s2n)t dt+
+ 2
pi∫
0
t∫
0
σ(t)σ(s) cos 2(n+ s2n)t sin 2(n+ s2n)s dsdt+ rn,
ãäå rn ≤ Υ2(ρn) + O(n−1). Ïîýòîìó {rn} ∈ l2θ2 è ‖{rn}‖2θ = O(1) (çàìåòèì, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {n−1}∞1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó lˆ2θ2 ïðè 0 6 θ < 1/4). Èñïîëüçóÿ
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå îðìóëû, ïåðâûé èíòåãðàë ïðåäñòàâèì â âèäå
−
∫ pi
0
σ(t) (1− cos 2s2nt) sin(2nt) dt+ π/2 b2n +
∫ pi
0
σ(t) (sin 2s2nt) cos 2nt dt
Ñëàãàåìîå π/2 b2n ñîêðàòèòñÿ ñ òàêèì æå ñëàãàåìûì â (2.15), à äëÿ îöåíêè îñòàâøèõñÿ äâóõ
èíòåãðàëîâ ðàçëîæèì óíêöèè 1− cos 2s2nt è sin 2s2nt â ðÿä ïî ñòåïåíÿì 2s2nt. Ïîëó÷èì,
÷òî ýòè äâà èíòåãðàëà îöåíèâàþòñÿ âåëè÷èíîé
|s2n|2
∞∑
k=1
1
k!
|ck n|+ |s2n|
∞∑
k=1
1
k!
|bk n|,(2.16)
ãäå
ck n =
pi∫
0
(2t)k σ(t) cos(2nt) dt, bk n =
pi∫
0
(2t)k σ(t) sin(2nt) dt.
Çäåñü, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìû ñ÷èòàåì |s2n| 6 1, òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî ìîæåò
íàðóøàòüñÿ òîëüêî äëÿ èíäåêñîâ, ÷èñëî êîòîðûõ 6 C(R). Èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû â
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ïðîñòðàíñòâàõ W θ2 ïðè 0 < θ < 1/2 ñëåäóåò
(2.17)
∑∞
n=1
n2θ|ck n|2 +
∑∞
n=1
n2θ|bk n|2 = π‖(2t)kσ‖2θ < (2π)2k+1‖σ‖2θ.
Èç îöåíîê (2.16) è (2.17) ñëåäóåò, ÷òî ïðè èêñèðîâàííûõ k ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{|s2n|bk n}∞1 è {|s2n|2ck n}∞1 ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó ℓ2θ2 è èõ íîðìû îãðàíè÷åíû ÷èñëîì
C(2π)k/k!. Àíàëîãè÷íûì ïðèåìîì îöåíêà äâîéíîãî èíòåãðàëà èç (2.15) ñâîäèòñÿ ê îöåíêå
íîðìû ‖{wn}‖2θ, ãäå
wn =
pi∫
0
t∫
0
σ(t)σ(s) cos 2nt sin 2nsdsdt.
Îöåíêà l2θ2  íîðìû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîâåäåíà â íàøåé ðàáîòå [18, ïðåäëîæåíèå
3.8℄. Èòàê, ÷èñëà {α2n} â (2.15) òàêîâû, ÷òî{α2n}∞1 ∈ l2θ2 , è íîðìà ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
åñòü O(1).
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {α2n−1}∞1 .
Íóæíî òîëüêî ó÷åñòü, ÷òî ρs[1](x, ρ) = r(x, ρ) cos θ(x, ρ) (ñì. ëåììó 2.5 ðàáîòû [18℄).
Òåîðåìà äîêàçàíà. 
Çàìå÷àíèå 2.7. Â ñëó÷àå σ ∈ W θ, 0 6 θ < 1/2 â ðàáîòå [18℄ äîêàçàíî, ÷òî {αk}∞1 ∈ l2θp
íå òîëüêî ïðè p = 2, íî ïðè âñåõ p > 1. Ñîâåðøåíñòâóÿ ìåòîä ñòàòüè [18℄ ìîæíî
ïîëó÷èòü áîëüøåå: íîðìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk}∞1 â l2θp , p > 1, 0 6 θ < 1/2
îöåíèâàåòñÿ êîíñòàíòîé C, çàâèñÿùåé òîëüêî îò θ, p, R, íî íå çàâèñÿùåé îò σ â øàðå
‖σ‖θ, p 6 R, ò.å. òåîðåìà (2.1) äîïóñêàåò ñóùåñòâåííîå óñèëåíèå. Íî ýòî òðåáóåò áîëåå
äëèòåëüíîé ðàáîòû.
3. Ñëó÷àé θ = 1.
Ïðè θ = 1 èìååì êëàññè÷åñêèé ïîòåíöèàë σ′(x) = q(x) ∈ L2. Åñòåñòâåííî, ýòîò ñëó÷àé
íàèáîëåå ïðîñò. Îñíîâíàÿ òåîðåìà â ýòîì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.
Òåîðåìà 3.1. Ïðè σ(x) ∈ W 12 [0, π] ñïðàâåäëèâû îðìóëû
s2k =
h1
2k
− a2k
2(2k)
+
α2k
k2
, s2k−1 =
g1
2k − 1 −
a2k−1
2(2k − 1) +
α2k−1
k2
,
ãäå
h1 =
σ(π)− σ(0)
π
=
1
π
pi∫
0
q(x) dx, g1 =
−σ(0)− σ(π)
π
, ap =
2
π
pi∫
0
q(t) cos pt dt, q(x) = σ′(x),
à ÷èñëà αn òàêîâû, ÷òî
∑∞
n=1 |αn|2 6 C(R), ãäå ïîñòîÿííàÿ C(R) çàâèñèò òîëüêî îò
R = ‖q‖ = ‖q‖L2 ≤ ‖σ‖1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýêâèâàëåíòíîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ è îñíîâíîé òåîðåìû ïðè
θ = 1 ñòàíîâèòñÿ ÿñíîé, åñëè ðàâåíñòâà (1.3) ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì. Òîãäà
b2k =
h1
2k
− a2k
2(2k)
, b2k−1 =
g1
2k − 1 −
a2k−1
2(2k − 1) .
Îñòà¼òñÿ ïðîâåñòè îöåíêó íîðìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αk} â ïðîñòðàíñòâå l2.
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Êàê ïðåæäå, áóäåì ðàáîòàòü ñ ÷èñëàìè s2k =
√
λk − k. Èçìåíåíèÿ, êîòîðûå íóæíî
ñäåëàòü ïðè ðàáîòå ñ ÷èñëàìè s2k−1, î÷åâèäíû.
Ïóñòü s(x, ρ)  ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
−y′′ + q(x)y = ρ2y, σ(x) =
x∫
0
q(t)dt,
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè s(0, ρ) = 0, s′x(0, ρ) = ρ (çäåñü óäîáíåå èçìåíèòü íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ äëÿ óíêöèè s, îïðåäåëåííîé ðàíåå â ï.2). Èñïîëüçóÿ ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ïðèáëèæåíèé, ïðåäñòàâèì ýòî ðåøåíèå â âèäå
(3.1) s(x, ρ) =
∞∑
n=0
Sn(x, ρ),
ãäå
S0(x, ρ) = sin(ρx), Sn(x, ρ) =
x∫
0
sin ρ(x− t)
ρ
q(t)Sn−1(t, ρ)dt, n = 1, 2, . . . .
Â ñèëó îöåíêè
(3.2) |Sn(x, ρ)| ≤ ‖q‖
nxn/2√
n!|ρ|n e
nx|Imρ|, n = 1, 2, . . .
(ëåãêî ïðîâåðÿåìîé ïî èíäóêöèè) ðÿä ñõîäèòñÿ. Êàê è ðàíåå, îáîçíà÷åíèÿ O(ρ−n) èëè
O(k−n) èñïîëüçóåì äëÿ âûðàæåíèé, àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîòîðûõ äîïóñêàåò îöåíêè
≤ C|ρ|−n èëè ≤ Ck−n, k ≥ 1, ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò òîëüêî îò R = ‖q‖. Â ïåðâîì
ñëó÷àå âñåãäà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îöåíêà âûïîëíÿåòñÿ â ïîëîñå | Im ρ| ≤ C = C(R).
Èç îöåíêè (3.2) ñëåäóåò, ÷òî
(3.3)
∣∣∣∣∣
∞∑
n=3
Sn(x, ρ)
∣∣∣∣∣ = O(ρ−3) ïðè 0 ≤ x ≤ π.
Äàëåå,
(3.4) S1(x, ρ) = −cos(ρx)
2ρ
x∫
0
q(t)dt+
x∫
0
cos ρ(x− 2t)
2ρ
q(t)dt,
(3.5) S2(x, ρ) =
−sin(ρx)
(2ρ)2
x∫
0
σ(t)q(t)dt−
x∫
0
sin ρ(x− 2t)
(2ρ)2
σ(t)q(t)dt+
x∫
0
q(t) sin ρ(x−t)
t∫
0
cos ρ(t− 2ξ)
2ρ2
q(ξ)dξdt.
Èç âûïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî
s(π, ρ) = sin ρπ +O(ρ−1).
Ïîýòîìó íóëè ρk ýòîé óíêöèè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
(3.6) ρk = k + s2k, s2k = O(k
−1).
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Çàìåòèì, ÷òî
t∫
0
cos ρ(t− 2ξ)
2ρ2
q(ξ)dξ =
cos ρt
2ρ2
pi∫
0
cos(2ρξ)q(ξ)χt(ξ)dξ +
sin ρt
2ρ2
pi∫
0
q(ξ)χt(ξ) sin(2ρξ)dξ,
ãäå χt(ξ)  õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ óíêöèÿ èíòåðâàëà [0, t]. àçëàãàÿ óíêöèè cos 2(k+ s2k)ξ
è sin 2(k + s2k)ξ â ñóììó ïðîèçâåäåíèé, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ρ = ρk = k + s2k îáà ñëàãàåìûõ
â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ èìåþò âèä
(3.7) {αkO(k−2)}, ãäå
∑
|αk|2 ≤ ‖qχt‖2 ≤ ‖q‖2.
Ñëåäîâàòåëüíî, òðåòüå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (3.5) ïðè x = π è ρ = ρk èìååò òàêîé æå
âèä. Òîãäà
(3.8) S2(π, ρk) = γkk
−2,
∑
|γk|2 ≤ C(R).
(çäåñü ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ïîëó÷åíèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõ
â ïðàâîé ÷àñòè (3.5) ïðîùå, ÷åì äëÿ òðåòüåãî).
Äàëåå, ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé èç (3.4) èìååì
(3.9) S1(π, ρk) = (−1)k+1π
(
h1
2k
− a2k
2(2k)
)
+ γ′kk
−2, ãäå
∑
|γ′k|2 ≤ C(R).
Çàïèøåì ÷èñëà ρk â âèäå
ρk = k +
h1
k
− a2k
2(2k)
+
δk
k2
,
ãäå δk  íåêîòîðûå ÷èñëà, êîòîðûå â ñèëó (3.6) ïîä÷èíåíû îöåíêå δk = O(k). Ïîäñòàâèì
ýòî âûðàæåíèå â ðàâåíñòâî
(3.10) sin ρkπ + S1(π, ρk) + S2(π, ρk) +O
(
k−3
)
= 0.
(çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî îñòàòîê ðÿäà (3.3) åñòü O(k−3)). Çàìåòèì, ÷òî (δkk
−2)
3
= O(k−3),
ïîýòîìó
sin ρkπ = (−1)kπ sin
(
h1
2k
− a2k
2(2k)
+
δk
k2
)
= (−1)kπ
(
h1
2k
− a2k
2(2k)
+
δk
k2
)
+O
(
k−3
)
.
Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (3.8) è (3.9) â (3.10), ïîëó÷èì (−1)kπδk = −γk − γ′k + O(k−1). Ýòî
ðàâåíñòâî äîêàçûâàåò îñíîâíóþ òåîðåìó ïðè θ = 1. 
4. Ñëó÷àé öåëûõ θ = m > 1.
Óòâåðæäåíèå îñíîâíîé òåîðåìû ïðè öåëûõ θ = m > 1 ïîëó÷àåòñÿ èç ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.
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Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü σ(x) ∈ Wm2 , ò.å. q(x) ∈ Wm−12 , m ≥ 1. Òîãäà äëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé λk è µk îïåðàòîðîâ LD è LDN ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå îðìóëû. Ïðè íå÷åòíîì
m = 2s+ 1
λ
1/2
k = k +
h0
(2k)
+
h1
(2k)3
+ · · ·+ hs
(2k)2s+1
− (−1)s a2k
2(2k)2s+1
+
α2k
k2s+2
,(4.1)
µ
1/2
k = k −
1
2
+
g0
(2k − 1) +
g1
(2k − 1)3 + · · ·+
gs
(2k − 1)2s+1 − (−1)
s a2k−1
2(2k − 1)2s+1 +
α2k
k2s+2
.
Ïðè ÷åòíîì m = 2s
λ
1/2
k = k +
h0
(2k)
+
h1
(2k)3
+ · · ·+ hs
(2k)2s+1
− (−1)s b2k
2(2k)2s
+
α2k
k2s+1
,(4.2)
µ
1/2
k = k −
1
2
+
g0
(2k − 1) +
g1
(2k − 1)3 + · · ·+
gs
(2k − 1)2s+1 − (−1)
s b2k−1
2(2k − 1)2s +
α2k−1
k2s+1
.
Â ýòèõ îðìóëàõ {αl}∞1  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç l2 è åå l2-íîðìà îöåíèâàåòñÿ
ïîñòîÿííîé C, çàâèñÿùåé îò R, íî íå çàâèñÿùåé îò q â øàðå ‖q‖m−1 ≤ R.×èñëà
al = al(q
(m−1)) è bl = bl(q
(m−1)) îïðåäåëÿþòñÿ îðìóëàìè
al =
2
π
pi∫
0
q(m−1)(t) cos ltdt, bl =
2
π
pi∫
0
q(m−1)(t) sin ltdt, l = 1, 2, . . . ,
à ÷èñëà hj , gj, 0 ≤ j ≤ s ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè óíêöèîíàëàìè îò
σ ∈ Wm2 è èõ ëèíåéíûå ÷àñòè h0j , g0j ïðè j ≤ s− 1 âûðàæàþòñÿ îðìóëàìè
h0j = (−1)j+1π−1[σ(2j)(π)− σ(2j)(0)], g0j = (−1)jπ−1[σ(2j)(π) + σ(2j)(0)].
Â ñëó÷àå m = 2s+1 ýòè îðìóëû ñîõðàíÿþòñÿ ïðè j = s, à â ñëó÷àå m = 2s óíêöèîíàëû
h0s, g
0
s îáðàùàþòñÿ â íîëü.
Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîíÿòü ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé îñíîâíîé òåîðåìû
è òåîðåìû 4.1 íóæíî ðàâåíñòâà (1.3) ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ÷àñòÿì m ðàç. Ïîëó÷èì,
÷òî ÷åòíûå êîîðäèíàòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè T (σ) âûðàæàþòñÿ îðìóëàìè (4.1) â
êîòîðûõ óíêöèîíàëû hj çàìåíÿþòñÿ íà h
0
j , à îñòàòî÷íûå ÷ëåíû α2kk
−m−3
ïîëàãàþòñÿ
ðàâíûìè íóëþ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ íå÷åòíûõ êîîðäèíàò. Íî òîãäà
íåïðåðûâíîñòü óíêöèîíàëîâ hj −h0j è gj − g0j îò σ ∈ Wm2 è ðàâíîìåðíàÿ îöåíêà l2-íîðìû
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {αl} âëå÷åò îöåíêó (1.4).
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû áóäåì âíîâü èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèå (3.1). Íàì íóæíî
èìåòü òî÷íóþ èíîðìàöèþ òîëüêî î ñëàãàåìûõ Sj ïðè j ≤ m + 1, äëÿ ñóììû îñòàëüíûõ
ñëàãàåìûõ ñîãëàñíî (3.2) ïîëó÷àåì îöåíêó
(4.3)
∣∣∣ ∞∑
n=m+2
Sn(x, ρ)
∣∣∣ = O(ρ−m−2).
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
ν2s(x, ρ) := (2ρ)
−2s sin ρx, ν2s+1(x, ρ) := (2ρ)
−(2s+1) cos ρx, s = 0, 1, . . . ,
(±)j =
{ −1, åñëè j = 4s, 4s+ 1,
1, åñëè j = 4s+ 2, 4s+ 3.
Îñíîâîé äàëüíåéøåãî äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.
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Ëåììà 4.2. Ïóñòü q(x) ∈ Wm−12 , σ(x) = −
∫ pi
x
q(t) dt,m ≥ 2. Òîãäà
(4.4) S1(x, ρ) =
m∑
j=1
νj(x, ρ)f1,j(x) + (±)m+1
x∫
0
νm(x− 2t, ρ)q(m−1)(t)dt,
(4.5) S2(x, ρ) =
m∑
j=1
νj(x, ρ)f2,j(x) + (±)m+2
x∫
0
νm+1(x− 2t, ρ)(q(t)σ(t))(m−1)dt+O(ρ−m−2),
(4.6) Sp(x, ρ) =
m∑
j=1
νj(x, ρ)fp,j(x) +O(ρ
−m−2), p = 3, . . . , m+ 1.
ãäå
(4.7) f1,j(x) = (±)j(σ(j−1)(x)− (−1)j−1σ(j−1)(0)),
à ïðè p ≥ 2 óíêöèè fp,j(x) îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè
(4.8)
fp,j(x) = (−1)j
∫ x
0
q(t)fp−1,j−1(t) dt−
m∑
s=j
(±)s(±)j
(
[qfp−1,s]
(j−s−2)(x)− [qfp−1,s](j−s−2)(0)
)
.
Ïðè ýòîì fp,j(x) ∈ Wm+p−j−12 [0, π], ò.å. ïðè êàæäîì èêñèðîâàííîì x fp,j(x) ÿâëÿþòñÿ
íåïðåðûâíûìè îãðàíè÷åííûìè óíêöèîíàëàìè îò σ ∈ Wm2 .
Äîêàçàòåëüñòâî. Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü òðèãîíîìåòðè÷åñêèå òîæäåñòâà
(4.9)
sin ρ(x− t)
ρ
νj(t, ρ) = (−1)j+1νj+1(x, ρ) + νj+1(x− 2t, ρ)
è òîæäåñòâà
(4.10)
x∫
0
νj(x− 2t, ρ)f(t)dt = (−1)j
x∫
0
f(t)dνj+1(x− 2t, ρ) =
= νj+1(x, ρ)(f(x)− (−1)jf(0)) + (−1)j+1
x∫
0
νj+1(x− 2t, ρ)f ′(t)dt,
ñïðàâåäëèâûå äëÿ óíêöèé f(t) ∈ W 12 [0, π]. Â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷åíèÿõ èìååì
S1(x, ρ) =
x∫
0
sin ρ(x− t)
ρ
ν0(t, ρ)q(t)dt = −ν1(x, ρ) [σ(x)− σ(0)] +
x∫
0
ν1(x− 2t, ρ)q(t)dt.
Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì m − 1 ðàç âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà è
èñïîëüçóÿ òîæäåñòâà (4.10) ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (4.4), ãäå óíêöèè f1,j îïðåäåëåíû
15
(4.7). ×òîáû ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ äðóãèõ óíêöèé Sj, âîñïîëüçóåìñÿ òîæäåñòâîì
(4.11)
x∫
0
sin ρ(x− t)
ρ
νs(t, ρ)f(t)dt =
= (−1)s+1νs+1(x, ρ)
x∫
0
f(t) dt+
x∫
0
νs+1(x− 2t, ρ)f(t)dt =
= (−1)s+1νs+1(x, ρ)
∫ x
0
f(t) dt−
m+1∑
j=s+2
νj(x, ρ)(±)s(±)j(f (j−s−2)(x)−
− (−1)j−1f (j−s−2)(0))− (±)s(±)m+2
x∫
0
νm+1(x− 2t, ρ)f (m−s)(t)dt,
êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (4.9), åñëè f(x) ∈ Wm−12 [0, π]. Ýòî òîæäåñòâî ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäñòàâëåíèé (4.5) è (4.6). Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî
(4.12)
x∫
0
sin ρ(x− t)
ρ
q(t)
t∫
0
νm(t− 2ξ, ρ)q(m−1)(ξ)dξdt = O(ρ−m−2).
Ýòî ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ
sin ρ(x− t)dt = ρ−1d cos ρ(x− t), νm(x, ρ) = O(ρ−m).
Òåïåðü ñ ó÷åòîì (4.11) è (4.12) ïîëó÷àåì
S2(x, ρ) =
x∫
0
sin ρ(x− t)
ρ
q(t)
m∑
s=1
νs(t, ρ)f1,s(t)dt+O(ρ
−m−2) =
= −
m∑
s=1
(
(−1)s+1νs+1(x)
∫ x
0
q(t)f1,s(t) dt+
m+1∑
j=s+2
νj(t, ρ)(±)s(±)j([qf1,s](j−s−2)(x)−
−(−1)j−1[qf1,s](j−s−2)(0))− (±)s(±)m+2
x∫
0
νm+1(x− 2t, ρ)[q(t)σ(t)](m−1)dt
 +O(ρ−m−2).
Çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî f1,j ∈ Wm+1−j2 [0, π] ïðè j ≥ 2, ïîýòîìó ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñà j
èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì ìîæíî ïðîâîäèòü äî òåõ ïîð, ïîêà èíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå íå
ñòàíåò ðàâíûì O(ρ−m−2). Ìåíÿÿ â ïîñëåäíåé îðìóëå ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ è èñïîëüçóÿ
îáîçíà÷åíèÿ (4.8), ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå (4.5).
Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (4.6) ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàêæå, äàæå ïðîùå, òàê êàê íå
âîçíèêàåò ïðîáëåìû ñ îöåíêîé äâîéíîãî èíòåãðàëà (4.12). Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåììû
î ïðèíàäëåæíîñòè óíêöèé fp,j ïðîñòðàíñòâàì W
m+p−j−1
2 ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì. Ëåììà
äîêàçàíà. 
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû òåïåðü çàâåðøèì ïî èíäóêöèè. Óòâåðæäåíèå óæå äîêàçàíî
äëÿ m = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îðìóëà (4.1) âåðíà äëÿ m − 1 = 2s − 1, s ≥ 1. Äîêàæåì,
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÷òî îðìóëà (4.2) âåðíà äëÿ m = 2s. Äàëåå óäîáíî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå
Σr = c1k
−1 + c2k
−2 + · · ·+ crk−r,
ãäå cj  íåêîòîðûå ÷èñëà. ×åðåç {γk} îáîçíà÷àåì ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, l2-íîðìà
êîòîðûõ åñòü O(1). Ñ ó÷åòîì ýòèõ îáîçíà÷åíèé îðìóëó (4.1) äëÿ m− 1 çàïèøåì â âèäå
λ
1/2
k := ρk = k + Σ2s−1 − (−1)ka2k2−1(2k)−2s+1 + γ2kk−2s =: k + Σ2s−1 + δkk−2s.
Çäåñü a2k = a2k(q
(m−2)) = −(2k)−1b2k(q(m−1)), ÷òî ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì.
Ïîýòîìó l2-íîðìà íåèçâåñòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {δk} åñòü O(1). Èìåÿ òàêóþ àïðèîðíóþ
èíîðìàöèþ, ïîëó÷àåì
sin ρkπ = (−1)kπ(Σ2s+1 + δkk−2s) + γkk−2s−1, cos ρkπ = (−1)k(1 + Σ2s+1 + γkk−2s−1).
Âîñïîëüçîâàâøèñü ðàâåíñòâîì (2ρ)2sνm(x−2t) = sin ρx cos 2ρt−cos ρx sin 2ρt, îöåíêîé (4.3)
è ïðåäñòàâëåíèÿìè (4.4) - (4.6), íàõîäèì
0 = s(ρk, π) = Σ2s+1 + (−1)kπδkk−2s+
+ (±)m+1(−1)k+1π2−2s−1k−2sb2k(q(m−1)) + γkk−2s−1 +O(k−2s−2),
Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò
δk = (±)m+1b2k(q(m−1))2−2s−1 + γkk−1
÷òî âëå÷åò îðìóëó (4.2).Ôîðìàëüíî íóæíî ïðîâåñòè åùå îäèí øàã èíäóêöèè: ïåðåõîä
îò ÷åòíîãî m = 2s ê íå÷åòíîìó m = 2s + 1. Íî ýòî äåëàåòñÿ òî÷íî òàêæå. Òåîðåìà 4.1
äîêàçàíà. 
Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå îñíîâíîé òåîðåìû äîêàçàíî ïðè ëþáîì öåëîì m ≥ 1.
Çàìå÷àíèå 4.3. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëà h1, . . . , hs
îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî è ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êîýèöèåíòîâ
ðàçëîæåíèé óíêöèé Sj(ρ, π), j = 1, . . . , m + 1 ïî ñòåïåíÿì ρ
−1
, ò.å. ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè çíà÷åíèé óíêöèé fj, p(x) â òî÷êàõ x = 0 è x = π. Ýòî
çàìå÷àíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä: óíêöèîíàëû hj , gj ÿâëÿþòñÿ äèåðåíöèðóåìûìè
îòîáðàæåíèÿìè èç ïðîñòðàíñòâà W θ2 â C, ïîñêîëüêó ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò
óíêöèîíàëû fj,p(0) è fj,p(π).
5. Äèåðåíöèðóåìîñòü îòîáðàæåíèÿ Φ(σ).
Íàáëþäåíèå î òîì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ
àíàëèòè÷åñêè çàâèñÿò îò âåùåñòâåííîãî ïîòåíöèàëà, ïðèíàäëåæèò Áîðãó [2℄. Äëÿ
âåùåñòâåííûõ ïîòåíöèàëîâ q èç ïðîñòðàíñòâà L2 ýòà èäåÿ ïîëó÷èëà ñóùåñòâåííîå
ðàçâèòèå â ðàáîòàõ Ïîøåëÿ è Òðóáîâèöà [16℄. Çäåñü ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî àíàëèòè÷íîñòü
ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ïîòåíöèàëîâ ðàñïðåäåëåíèé èç ïðîñòðàíñòâ W θ2 ïðè θ ≥ −1. Êðîìå òîãî,
âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ìû áóäåì ïðîâîäèòü äëÿ êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ.
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èòàòåëü çíàêîì ñ îïðåäåëåíèÿìè ïðîèçâîäíûõ ïî Ôðåøå è
àòî äëÿ îòîáðàæåíèé F : U → H , ãäå U  îòêðûòîå ìíîæåñòâî â E, à E è H
 áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ àêòû, ñâÿçàííûå ñ ýòèìè ïîíÿòèÿìè,
êîòîðûå ìîæíî íàéòè â êíèãàõ [4℄ è [16℄. Ëèíåéíûé îïåðàòîð èç E â H , ñîâïàäàþùèé
ñ ïðîèçâîäíîé Ôðåøå îòîáðàæåíèÿ F â òî÷êå x áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç dxF . Â ñëó÷àå
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êîìïëåêñíûõ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ îòîáðàæåíèå F : U → H , äèåðåíöèðóåìîå ïî
Ôðåøå â êàæäîé òî÷êå x ∈ U íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì â U . Åñòåñòâåííûì îáðàçîì
îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå âåùåñòâåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ, ñì. [16℄. Íàïîìíèì,
÷òî îòîáðàæåíèå F : U → H íàçûâàåòñÿ ñëàáî àíàëèòè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ
h ∈ E, x ∈ U è ëþáîãî óíêöèîíàëà L ∈ H∗ ñêàëÿðíàÿ óíêöèÿ L(F (x + zh))
äèåðåíöèðóåìà â êîìïëåêñíîì ñìûñëå â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëÿ (çàâèñÿùåé
îò ýëåìåíòîâ x, h). Â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H ñëàáàÿ äèåðåíöèðóåìîñòü
ýêâèâàëåíòíà äèåðåíöèðóåìîñòè ïî àòî êîîðäèíàòíûõ óíêöèé (F (x), en), ãäå {en} 
îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ âH . Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû,
ñì.[16℄.
Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü F : U → H  ñëàáî àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
ìíîæåñòâà U ∈ E. Åñëè F ëîêàëüíî îãðàíè÷åíî â U , ò.å. îãðàíè÷åíî â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè x ∈ U , òî F  àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå â U .
Ïðåäëîæåíèå 5.2. Ïóñòü F : U → H  àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà îðìóëà Êîøè
F (x+ zh) =
1
2πi
∫
|ζ|=ε
F (x+ ζh)
ζ − z dζ, |z| < ε.
Çäåñü x ∈ U , h ∈ E, à ε ñòîëü ìàëî, ÷òî x+ zh ∈ U äëÿ âñåõ |z| ≤ ε. Â ÷àñòíîñòè,
dxF =
1
2πi
∫
|ζ|=ε
F (x+ ζh)
ζ2
dζ,
ãäå h  ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, òàêîé, ÷òî x+ ζh ∈ U ïðè âñåõ |ζ | ≤ ε.
Íàéäåì ïðîèçâîäíûå ïî àòî îòîáðàæåíèé λk : L2 → C, ãäå λk = λk(σ)  ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà LD. Äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé µk(σ) îïåðàòîðà LDN ðåçóëüòàòû
ñîõðàíÿþòñÿ.
Ëåììà 5.3. Ïóñòü λk = λk(σ)  ïðîñòîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà LD,
êîòîðîìó îòâå÷àåò ñîáñòâåííàÿ óíêöèÿ yk(x) = yk(x, σ). Åñëè (yk, yk) =
∫ pi
0
y2k(x)dx 6= 0,
òî óíêöèÿ lak(σ) : L2 → C äèåðåíöèðóåìà ïî Ôðåøå â îêðåñòíîñòè òî÷êè σ è åå
ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíà
[dσλk(σ)]h = −2(y
′
k(x)yk(x), h(x))
(y2k(x), 1)
.
Åñëè s2k(σ) := λ
1/2
k − k, òî
[dσs2k(σ)]h = (1/2)λ
−1/2[dσλk(σ)]h.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âñïîìíèì ([17℄), ÷òî
‖yk(x, σ)− yk(x, σ˜)‖1 → 0 ïðè ‖σ − σ˜‖L2 → 0.
Òàêîå æå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ óíêöèé y
[1]
k (x, σ). Ñëåäîâàòåëüíî, óíêöèÿ
y′k(x, σ) íåïðåðûâíî çàâèñèò â L2-íîðìå îò óíêöèè σ ∈ L2. Ïîýòîìó, åñëè ìû äîêàæåì
ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé ïî àòî â òî÷êå σ ïî íàïðàâëåíèþ h:
lim
t→0
λk(σ + th)− λk(σ)
t
= −2(y
′
kyk, h)
(y2k, 1)
,
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òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ýòîé óíêöèè â ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè σ, îíà áóäåò
ïðîèçâîäíîé ïî Ôðåøå.
Ïóñòü h ∈ L2 è (λk(t), yk(x, t))  ñîáñòâåííàÿ ïàðà îïåðàòîðà LD, îòâå÷àþùàÿ σ + th.
Äëÿ êðàòêîñòè äàëåå îïóñêàåì èíäåêñ k. Çàïèøåì ðàâåíñòâà
−(y′(x, t)− (σ + th)y(x, t))′ − (σ + th)y′(x, t) = λ(t)y(x, t),
−(y′(x, 0)− σy(x, 0))′ − σy′(x, 0) = λ(0)y(x, 0).
Óìíîæèì ïåðâîå è âòîðîå ðàâåíñòâà íà y(x, 0) è y(x, t), ñîîòâåòñòâåííî, è âûïèøåì
ðàçíîñòü. Ïðîèíòåãðèðóåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (âîçüìåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ
åäèíè÷íîé óíêöèåé). Ïðîèíòåãðèðîâàâ, ãäå íàäî, ïî ÷àñòÿì è âîñïîëüçîâàâøèñü òåì,
÷òî îáûíòåãðèðîâàííûå ÷ëåíû èñ÷åçàþò, ïîëó÷èì(
[(th(x)y(x, t))′ − th(x)y(x, t)]y(x, 0), 1) =
= (λ(t)− λ(0)) ([y2(x, 0) + (y(x, t)− y(x, 0))y(x, 0)] , 1) .
Çàìåòèì, ÷òî ((h(x)y(x, t))′y(x, 0), 1) = −(h(x)y(x, t)y′(x, 0), 1). àçäåëèâ ïîëó÷åííîå
ðàâåíñòâî íà t è óñòðåìèâ t ê íóëþ, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå ëåììû. Äëÿ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé îïåðàòîðà LDN óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ òàêæå, íî íàäî áîëåå àêêóðàòíî
ïðîâîäèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. 
Ëåììà 5.4. Ïóñòü σ ∈ W θ2 , 0 < θ < 1/2, ‖σ‖θ ≤ R. Ïóñòü yk = yk(x, σ)
 ñîáñòâåííûå óíêöèè îïåðàòîðà LD. Òîãäà íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî N = N(R, θ) è
ïîñòîÿííàÿ C = C(R, θ) òàêèå, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λk ïðè k ≥ N ïðîñòûå è
(5.1) |yk(x)− sin kx| < Ck−θ.
Òàêàÿ æå îöåíêà ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ñîáñòâåííûõ óíêöèé îïåðàòîðà LDN ñ çàìåíîé sin kx
íà sin(k − 1/2)x.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â [18, òåîðåìà 3.13℄, íî ñ ÷èñëàìè N è
C, çàâèñÿùèìè îò σ è θ. Èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ï.2 ñëåäóåò, ÷òî N è C çàâèñÿò
òîëüêî îò R è θ. 
Òåîðåìà 5.5. Ïóñòü σ ∈ W θ2 , θ > 0 è σ  âåùåñòâåííàÿ óíêöèÿ. Òîãäà
F (σ) : W θ2 → lˆ θ2  âåùåñòâåííîå àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè
σ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âåùåñòâåííîé óíêöèè σ(x) ñîáñòâåííûå óíêöèè yk(x)
òàêæå âåùåñòâåííûå, à ïîòîìó (y2k(x), 1) > 0. Â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè yk îò σ
ýòî íåðàâåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âñåõ k = 1, . . . , N ðàâíîìåðíî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè σ. Èç îöåíêè (5.1) ïîëó÷àåì, ÷òî íåðàâåíñòâà (y2k, 1) > 0 îñòàþòñÿ â ñèëå ïðè
âñåõ k ≥ N + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, êîîðäèíàòíûå óíêöèè ïðîñòðàíñòâà l θ2 (â åñòåñòâåííîì
áàçèñå) àíàëèòè÷íû â îêðåñòíîñòè σ. Äèåðåíöèðóåìîñòü êîîðäèíàò êîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà lˆ θ2 ⊖ l θ2 ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 4.3. 
Èç àíàëèòè÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ F (σ) ñëåäóåò àíàëèòè÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ
Φ(σ) : W θ2 → lˆ τ2 , ãäå ÷èñëî τ îïðåäåëåíî â îðìóëèðîâêå îñíîâíîé òåîðåìû. Êîíå÷íî,
äëÿ êîìïëåêñíûõ σ(x) äèåðåíöèðóåìîñòè ìîæåò íå áûòü.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç PN îðòîïðîåêòîð â lˆ
θ
2 , àííóëèðóþùèé êîîðäèíàòû êîíå÷íîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà lˆ θ2 ⊖ l θ2 è ïåðâûå N êîîðäèíàò ïðîñòðàíñòâà l θ2 .
Òåîðåìà 5.6. Ïóñòü 0 < θ < 1/4. Òîãäà íàéäåòñÿ ÷èñëî N = N(R, θ), òàêîå, ÷òî
îòîáðàæåíèå FN(σ) = PNF (σ) : W
θ
2 → lˆ θ2 àíàëèòè÷íî â øàðå ‖σ‖ ≤ R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâ (5.1) è ëåììû 5.3 ñëåäóåò, ÷òî ïðè N ≥ N(R, θ)
êîîðäèíàòû îòîáðàæåíèÿ FN(σ)  àíàëèòè÷åñêèå óíêöèè â øàðå ‖σ‖ ≤ R. Òîãäà â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 5.1 è òåîðåìû 2.1 îòîáðàæåíèå FN (σ) àíàëèòè÷íî â ýòîì øàðå. 
Òåîðåìà 5.7. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5.6 îòîáðàæåíèå ΦN (σ) = PNΦ(σ) : W
θ
2 → lˆ 2θ2
àíàëèòè÷åñêîå è íîðìà ïðîèçâîäíîé dσΦN : W
θ
2 → lˆ 2θ2 îãðàíè÷åíà ïîñòîÿííîé
C = C(R, θ) äëÿ âñåõ σ èç øàðà ‖σ‖θ ≤ R − 1. Ýòî óòâåðæäåíèå ñîõðàíÿåò ñèëó ïðè
âñåõ öåëûõ θ = 1, 2, . . . (ñ çàìåíîé èíäåêñà 2θ íà θ + 1).
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåì 2.1 è 3.1 ïîëó÷àåì îãðàíè÷åííîñòü îòîáðàæåíèÿ
ΦN : W
θ
2 → lˆ 2θ2 ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ θ. â øàðå ‖σ‖θ ≤ R. Òàê êàê ΦN àíàëèòè÷åñêîå,
òî èç ïðåäëîæåíèÿ 5.2 ñëåäóåò, ÷òî åãî ïðîèçâîäíàÿ îãðàíè÷åíà â ëþáîì øàðå ðàäèóñà
≤ R − ε. 
6. Îêîí÷àíèå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû
Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé ñîðìóëèðóåì â óäîáíîì äëÿ íàñ
âèäå.
Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ïóñòü (E1, E0), (H1, H0) ïàðû áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ ñ
íåïðåðûâíûì âëîæåíèåì E1 ⊂ E0, H1 ⊂ H0. Ïóñòü T  íåëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç
E0 â H0, îòîáðàæàþùåå E1 â H1 è óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ñóùåñòâóåò
ïîëîæèòåëüíûå âîçðàñòàþùèå óíêöèè C0(R) è C1(R) òàêèå, ÷òî
(6.1) ‖Φσ − Φσ˜‖H0 ≤ C0(R)‖σ − σ˜‖E0,
åñëè max{‖σ‖E0, ‖σ˜‖E0} ≤ R,
(6.2) ‖Φσ‖H1 ≤ C1(R)‖σ‖E1.
Òîãäà T îòîáðàæàåò Eτ = [E0, E1]τ â Hτ = [H0, H1]τ ïðè âñåõ 0 ≤ τ ≤ 1, ïðè÷åì
(6.3) ‖Φσ‖Hτ ≤ Cτ (R)‖σ‖Eτ ,
ãäå Cτ(R)  íåêîòîðàÿ âîçðàñòàþùàÿ óíêöèÿ îò R.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïðåäëîæåíèÿ ïðèíàäëåæèò Òàðòàðó [20℄.

Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ïðåäëîæåíèåì, ïîëîæèâ E0 = W
θ
2 , H0 = lˆ
θ
2 , ãäå θ  èêñèðîâàííîå
÷èñëî 0 < θ < 1/4; E1 = W
1
2 , H1 = lˆ
2
2 , à â êà÷åñòâå Φ âîçüìåì îòîáðàæåíèå ΦN .
Òîãäà èç òåîðåìû 5.7 ñëåäóåò îöåíêà (6.1), à îöåíêà (6.2) áûëà äîêàçàíà â òåîðåìå 3.1.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà (6.3), ãäå Er = [W
θ
2 , W
1
2 ]r è Hr = [lˆ
2θ
2 , lˆ
2
2 ]r. Èç òåîðåìû
î ðåèòåðàöèè (ñì., íàïðèìåð [21℄) è òåîðåìû îá èíòåðïîëÿöèè ïðîñòðàíñòâ lˆ θ2 (ñì. [19℄)
èìååì Er = W
θ+r(1−θ)
2 , Hr = lˆ
2(θ+r(1−θ))
2 . Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå ΦN : W
θ
2 → lˆ 2θ2
ïðè 0 < θ ≤ 1 îãðàíè÷åíî â ëþáîì øàðå. Îãðàíè÷åííîñòü êîíå÷íîìåðíîãî îòîáðàæåíèÿ
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Φ − ΦN : W θ2 → lˆ 2θ2 î÷åâèäíà, îòêóäà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå îñíîâíîé òåîðåìû ïðè
0 < θ ≤ 1.
Ïðè θ ≥ 1 íóæíî âíîâü âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåäëîæåíèåì 6.1, íî èíòåðïîëèðîâàòü íóæíî
ìåæäó ïðîñòðàíñòâàìè W 12 è W
m
2 , ãäå θ ∈ [1, m]. Ýòèì çàêàí÷èâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî
îñíîâíîé òåîðåìû.
Îòìåòèì, ÷òî äîêàçàâ îñíîâíóþ òåîðåìó, ìû ìîæåì óñèëèòü ðåçóëüòàòû ï.5 îá
àíàëèòè÷íîñòè îòîáðàæåíèé. À èìåííî, èìåÿ ëîêàëüíóþ îãðàíè÷åííîñòü îòîáðàæåíèé F
è Φ ïðè âñåõ θ > 0, ìû ìîæåì óñèëèòü ðåçóëüòàòû ï.5
Òåîðåìà 6.2. Óòâåðæäåíèå òåîðåì 5.5  5.7 ñîõðàíÿþò ñèëó ïðè âñåõ θ > 0.
Îòîáðàæåíèå F (σ) : W θ2 → lˆ θ2 äèåðåíöèðóåìî â íåêîòîðîé êîìïëåêñíîé îêðåñòíîñòè
âåùåñòâåííîãî øàðà ‖σ‖θ ≤ R ïðè âñåõ θ > 0 (à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííî
àíàëèòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì). Ïðîèçâîäíàÿ F (σ) â òî÷êå σ = 0 ðàâíà −(1/2) T .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû óæå ïîÿñíèëè ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâûõ óòâåðæäåíèé.
Ñóùåñòâîâàíèå ïðîèçâîäíîé ïî Ôðåøå îòîáðàæåíèÿ F (σ) â òî÷êå σ = 0 ïðè θ = 0
äîêàçàíà â ðàáîòå [19℄, ïðè÷åì ïîêàçàíî, ÷òî îíà ðàâíà −(1/2) T . Òàê êàê ïðîèçâîäíàÿ â
òî÷êå σ = 0 ñóùåñòâóåò ïðè âñåõ θ ≥ 0, ïðîñòðàíñòâà W θ2 íåïðåðûâíî âëîæåíû â L2, òî
ýòà ïðîèçâîäíàÿ îáÿçàíà ñîâïàäàòü ñ −(1/2) T ïðè âñåõ θ > 0. 
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